Beispiel: Dreieck im R"

P=A+pb+~c
=A+p3(B-—A)+~v(C—-A)

N
—(1— B —~)A+BB+~C s
~——— g)/
— QA+ BB +AC Y 2O

mita+g8+v=1
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Haufige Aufgabe

= Bestimme die baryzentrischen Koordinaten eines Punktes P bzgl.
des Dreiecks A, B, C .

= Losung 1:
*B(B—A)+7(C—A)=P-A=q
= L 6se das LGS

E00
by, ¢ )\ qy c 9 s v

sSetze a =1— [ —~

G. Zachmann  Computer-Graphik 1 - WS 09/10 Baryzentrische Koordinaten 9

11/17/10



ity

L
n
|
R
|

= Ldsung 2:

= Verwende Beobachtung: alle Punkte P mit dem selben Abstand von der
Geraden AC haben dieselbe baryzentrische Koordinate.

C
= Setze ne = < Y )

ne-(P—A)
Fac(P) = ————=
ac(P) ne-(B — A)
Normierung
= Damitist Fac (A) = Fac(C) = 0, Fac(x) =0

Fac(B) =1 (wegen Normierung)
= Definiere analog F,; und g

= Damitist o« = Fgc(P), 3 = Fac(P),y = Fag(P)

G. Zachmann ~ Computer-Graphik 1 - WS 09/10 Baryzentrische Koordinaten 10

= Ldsung 3:

= Nutze den geometrischen Zusammenhang zwischen Flacheninhalten
und baryzentrische Koordinaten:

Fa Fg Fc
o= — = — =

F F 77 F
F=FatFs+Fc

G. Zachmann  Computer-Graphik 1 - WS 09/10 Baryzentrische Koordinaten 11

11/17/10



-
= Erinnerung

G. Zachmann  Computer-Graphik 1 - WS 09/10

= Flacheninhalt eines Dreiecks A, B, C

F(AABC) = % Ibxc|

1
5 1 (B=A)x(C-A)]l
C ————————— =

1 BX_AX CX_AX (o} ,’/
2 By—Ay Cy—Ay ,”
LA B G A b B
§Ay B, ¢,

1 1 1

= Achtung: Achte auf den korrekten Umlaufsinn !!

= Beobachtung: Flacheninhalt = 0 < Det = 0 < Dreieck ist degeneriert <

Punkte sind nicht affin unabhéngig

Baryzentrische Koordinaten 12
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= Geometrischer Beweis der Flachenformel

= Zu zeigen:
f(AABC) =

(Bx - AX)(Cy - Ay)

Ax

BX C.X

G. Zachmann

( )
Cy
1 A 1
2 * ]— 2
By
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S(B~ A)(G ~ A) — (G~ A)(B, ~ A)]

G —A)A, - B,

29 A,

/:

’ denn F(Dreieck) = ¥2 - Basis - Hohe

Baryzentrische Koordinaten 13
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Beweis der Losung 3

= Sei A, B, C ein Dreieck, darin ein Dreieck P, Q, R

= Die baryzentrischen Koordinaten von P, Q, R bzgl. A, B, C seien
P:(ap,Bp,7p) Q:(aq.Be:7Q) R:(ar, Br r)
d.h.
P=apA+BpB+vpC

= Wir beweisen den etwas allgemeineren Satz:

ap PBp P ¢
F(APQR) = |ag Bq 7o|-F(AABC)
ar PR IR

B

G. Zachmann  Computer-Graphik 1 - WS 09/10
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® Zur Erinnerung: Determinanten sind linear, d.h.
sat+tb ¢ d{=s|la ¢ d/+tb c d

= Damit braucht man ]-"(APQR) nur noch ausrechnen:
2F(APQR) = @

apAy + BpBy + P Cv aQAx + /BQBX +7q G apAs+ BrBy + TR G
apAy + ﬁpBy + ’pry aQAy + /BQBy + ’yQCy OéRAy + ﬂRBy + ’)/RCy

ap+ Bp +p aq + Bq +7q ar + Br +r
——
1
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+ P
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Ae ...s.eq. (1).
A, N
1
Ac A
aQ |Ay Ay +06q
1 1 ...
~—_——
0
B, A ...
ag|B, A, ...|+Be
1 1 ..
G A ...
aQ Cy Ay ..+ B
1 1 ...
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By
|+ Bp- By
1
Ax  Bx
Ay By
1 1

B e 7o)

| t7e

Cx
+ P Cy
1
A, Cx
Ay Cy
1 1
B, C
y Cy
1 1
G G
C,V C,V
1 1 ...
—_——
0
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Erinnerung: lineare Interpolation

= Sei ein skalarer Wert f an P,Q vorgegeben: f(P)=f,, f(Q)=f,

= Dann kann man jedem Punkt X auf der Geraden PQ einen Wert

f(X) zuordnen

= Sei t der Parameter von X, also f(X) = (1 — t)-f(P) + t-f(Q)
® Dann setze X — (1 — t)-P+ t-Q

G. Zachmann  Computer-Graphik 1 - WS 09/10
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Anwendung: Baryzentrische Interpolation

(oder irgendwelche anderen Werte) Y . C

Gesucht: Funktion f, so dal f, fg fc

interpoliert werden

= Gegeben: ,Hohen“ f, fz f- an den f Punkten A, B, C

e
Shi|

Idee: bestimme baryzentrische Koordinaten eines beliebigen Punktes X,

interpoliere damit die Funktionswerte
= Sei X =aA+ BB +~C
= Setze f(X) = afs + Bfg +fc
* Funktioniert auch fiir X auRerhalo AABC

= Funktioniert auch fir f, fg, fc € R”

= Auf den Kanten entspricht dies gerade einer linearen Interpolation

G. Zachmann  Computer-Graphik 1 - WS 09/10 Baryzentrische Koordinaten
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Weitere Anwendung: Punkt—in—Dreieck—Test

= Der Punkt X ist im Inneren des Dreiecks < «, 3,7 > 0

G. Zachmann  Computer-Graphik 1 - WS 09/10 Baryzentrische Koordinaten
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Geometrische Verhaltnisse im Dreieck

P2 P2

enea CAGD:- Applets } leoe CAGD-Applets

AGD- Y -

e g S—

http://i33www.ibds.uni-karlsruhe.de/applets
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o Spezielle Punkte im Dreieck

= Viele spezielle Punkte im Dreieck lassen sich mittels
baryzentrischer Koordinaten sehr leicht angeben / ausrechnen (o.

= Achtung: die Koordinaten sind ohne Normierung angegeben (sog.
"homogene baryzentrische Koord.") — die muRl man also vor eine
tatsachlichen Berechnung noch durchfiihren
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Bew.):
Punkt «@ 15 ~y
Schwerpkt. 1 1 1
AuBlenkreis zu A —a b c
Inkreis a b c
Umkreis a?(b? +c? —a%) b*(cP+a%—b?) (P +b?—?)
I c
b a
Omkreig AuRenkreis < Inkreis o Bezeichcnungen
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